Bertrand Russell
La théorie des types logiques

M. Poincaré*, dans un intéressant article paru dans un récent numéro de
cette revue?, a expliqué, avec son habituelle lucidité, quelles étaient ses
raisons pour ne pas accepter pleinement quelques-unes des théories, qui ont
été mises en avant récemment pour exgl.iquer les paradoxes de la logique.
Etant I'un des auteurs mis en cause, je reconnais, avec gratitude, que son
article n’a nullement le ton de la polémique et jadmets volontiers que,
sur les points ot il se plaint de n’avoir obtenu de moi que d’insuffisantes
explications, I'article auquel il s’est rapporté est assurément trop concis.
Comme cet article paraissait dans un journal de mathématiques, je n’avais
pas vo’ulu consacrer 3 I'interprétation philosophique plus de place que ce
qui m’apparaissait absolument indispensable. Les critiques de M. Poincaré
me montrent pourtant que certaines obscurités ont été le résultat de cet
effort A &tre bref. Ces obscurités, jessaierai de les dissiper dans les pages
suivantes, oll je me propose d’expliquer plus que de controverser.

1. La nature des fonctions propositionnelles

I est admis que les paradoxes 3 éviter résultent tous d’'un certain genre
de cercle vicieux. Les cercles vicieux en question proviennent de ce que 'on
suppose qu'une collection d’objets peut contenir des membres qui ne peu-
vent justement étre définis qu’au moyen de la collection, prise dans sa tota~
lité. C’est ainsi, par exemple, que la collection des « propositions » sera sup-
posée contenir une proposition affirmant que « toutes les propositions sont
ou vraies ou fausses ». Or, il semble que cette derniére affirmation ne puisse
étre légitime, 3 moins que I'expression « toutes les propositions » ne vise
une certaine collection déji définie; et cela ne peut étre si de nouvelles pro-
positions sont crées par des affirmations concernant « toutes les propositions ».
Nous devrons donc dire que les affirmations concernant « toutes les propo-

* Extrait de la Revue de Métaphysique et de Morale, XVTII, 1910. Reproduit avec l"autorisation de
Bertrand Russeil.
1. « La logique de Vinfini », Revue de Métaphysique et de Morale, juillet 1909.
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sitions » sont sans signification. Plus généralement, donnons-nous un groupe
d’objets tels que ce groupe, étant capable par hypothése d’étre totalisé,
doive d’autre part contenir des memgres qui présupposent cette totalité;
alors, ce groupe ne peut pas étre totalisé. En disant qu'un groupe ne peut
étre totalisé, vous voulons dire surtout qu’aucune affirmation ayant un
sens ne peut étre faite concernant « tous ses membres ». Les propositions,
comme Ye montre I'exemple précédent, forment nécessairement un groupe

ui ne peut étre totalisé. Il en est de méme, comme nous le verrons bientdt,
3& fonctions propositionnelles, méme quand on se borne A ne considérer
que celles qui peuvent, sans perdre tout sens, avoir comme argument un
objet donné a. Dans de tels cas, il est nécessaire de décomposer notre groupe
en groupes plus petits dont chacun soit capable d’étre totalisé. C’est ce que la
théorie des types s’efforce d’effectuer.

Les paradoxes de la logique symbolique concernent diverses sortes d’ob-
jets : propositions, classes, nombres cardinaux et ordinaux, etc. Grice 2 la
théorie (expliquée plus loin) qui ramene les affirmations verbalement expri-
mées en termes de classes et relations A des affirmations exprimées en termes
de fonctions propositionnelles, ces paradoxes sont ramenés aux paradoxes
concernant les propositions et les fonctions propositionnelles. Les paradoxes
qui concernent les propositions sont du genre de I'Epiménide, et ii)s ne relé-
vent qu'indirectement de la mathématique. Les paradoxes qui intéressent
plus directement le mathématicien se rapportent tous aux fonctions propo-
sitionnelles. Par « fonction propositionnelle » j’entends quelque chose qui
contient une variable x et exprime une proposition chaque fois qu'une valeur
est assignée 3 x. Autrement dit, elle diﬁ%re d’une proposition seulement par
le fait qu’elle est ambigué : elle contient une variable dont la valeur n’est pas
assignée. Elle se rapproche des fonctions ordinaires des mathématiques en ce
qu’elle contient une variable, dont la valeur n’est pas assignée; elle en differe
par le fait que les valeurs de la fonction sont des propositions. C’est ainsi,
par exemple, que « x est un homme » ou « sin x = 1 » est une fonction propo-
sitionnelle. Nous allons découvrir qu’on peut tomber dans le sophisme du
cercle vicieux d&s qu'on commence 4 admettre comme arguments possi-
bles pour une fonction propositionnelle des termes qui présupposent la
fonction méme. Cette forme de sophisme est trés instructive, et, comme
nous allons le voir, on est conduit, si on veut I'éviter, 3 'idée de la hiérar-
chie des types.

Le probléme de la nature d’une fonction ? n’est en aucune maniére, une

uestion facile. Il semblerait pourtant que la caractéristique essentielle d’une
?onction soit I'ambiguité. Prenons, par exemple, la loi d’identité sous la
forme « A est A », qui est la forme dans laquelle elle est habituellement énon-
cée. 1l est évident que, au point de vue psychologique, nous avons ici un
simple jugement. Mais que pouvons-nous dire de 'objet de ce jugement ?

2. Quand le mot « fonction » est employé dans la suite, il signifie toujours « fonction propositionnelle ».
Les autres genres de fonctions ne seront pas en question.
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Nous n’affirmons pas que Socrate est Socrate, ni que Platon est Platon,
ni aucun autre des jugements définis qui sont des applications de la loi

‘identité. Pourtant chacun de ces jugements rentre, en un sens, dans le
domaine du jugement que nous étud‘}ons. Ce qui constitue en fait, ce juge-
ment, c’est une application ambigugé dela fonction propositionnelle « A est A ».
Nous avons, semble-t-il, une simple pensée qui n’a pas d’objet défini,
mais qui a, comme objet, une des valeurs de la fonction « A est A », sansla
déterminer. C’est ce genre d’ambiguité qui constitue I'essence d"une fonction.
Quand nous parlons de « px, olt x n’est pas déterminé », nous désignons une
valeur de la fonction, mais non une valeur définie. Nous pouvons exprimer
ceci en disant que « px » dénote de fagon ambigué ga, b, ¢c, etc., ol a, gb, gc, etc
sont les diverses valeurs de « px ».

Quand nous disons que « ox » dénote de fagon ambigué ¢4, @b, ¢, etc.,
nous voulons dire que « x » désigne I'un des objets g4, ob, ¢, etc., non pas
cependant un objet défini, mais un objet indéterminé. Il suit de 1A que
«gx »1’a un sens bien défini (entendons bien défini toujours avec cette réserve
qu'il est de son essence d’étre ambigu) que si les objets ¢a, ob, ¢c, etc., sont
bien définis. Ce qui veut dire que la fonction n’est pas une fonction bien
définie 3 moins que toutes ses valeurs ne soient déja bien définies. 1l suit de
cela qu'aucune i%nction ne peut compter parmi ses valeurs quelque chose

ui présuppose la fonction, car, s’il en était ainsi, nous ne pourrions pas regar-
ger les oﬁjcts dénotés de fagon ambigug par la fonction comme définis, 3
moins que la fonction ne soit définie, au lieu que, inversement, comme nous
venons de le voir, la fonction ne peut pas étre définie, tant que ses valeurs
ne sont pas définies. Ceci est un cas particulier mais peut-étre le plus fonda-
mental du principe du cercle vicieux. Une fonction est ce qui dénote de
fagon ambigué quelque membre d’un certain ensemble totalisé (a certain
totality), 3 savoir 'ensemble des valeurs de la fonction; par conséquent,
cette totalité ne peut contenir des membres dont la notion implique la
fonction elle-méme, car, s'il en était ainsi, elle contiendrait des membres
impliquant la totalité elle-méme, ce qui, de par le principe du cercle vicieux,
ne peut étre réalisé dans aucune totalité,

On voit que, d’aprés les raisons précédemment exprimées, les valeurs
d’une fonction sont présupposées par la fonction méme, et non vice versa.
Il va de soi assez facilement qu’en aucun cas particulier, une valeur d’une
fonction ne présuppose la fonction. C’est ainsi, par exemple, que la proposi-
tion « Socrate est homme » peut étre parfaitement congue sans étre regardée
comme une valeur de la fonction « x est homme ». Il est vrai qu'inversement
une fonction peut &tre congue, sans qu'il soit nécessaire de concevoir ses
valeurs séparément et individuellement. Si cela n’était pas, aucune fonction
ne pourrait en effet &tre congue, car le nombre des valeurs (vraies ou fausses)
d’une fonction est nécessairement infini et il y a nécessairement des argu-
ments possibles dont nous n’avons pas connaissance distincte. Ce qui est
nécessaire ce n’est pas que les valeurs soient données individuellement et en
extension, mais que la totalité de ces valeurs soit donnée qualitativement
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(intensionnally) de manitre qu'a propos de n’importe quel objet assigné,
on puisse, au moins théoriquement, déterminer si ledit objet est une
valeur de la fonction, ou s'il ne Pest pas.

Il est nécessaire pratiquement de distinguer la fonction en elle-méme
d’une valeur indéterminée de la fonction. Nous pouvons regarder la fonc-
tion ¢n elle-méme comme ce qui dénote de fagon ambigug, tandis qu’une
valeur indéterminée de la fonction est ce qui est dénoté de facon an‘ﬂaigué.
Si la valeur indéterminée de la fonction s’écrit « @x », nous écrirons la fonc-
tion en elle-méme « o ». (N'importe quelle autre lettre pourrait étre em-
ployée 4 la place d’ x.) Clest ainsi que nous dirions « ¢x est une proposition »
et d’autre part « & est une fonction propositionnelle ». Quand nous disons
« @x estune proposition », cela signifie que nous athirmons quelque chose qui est
vrai pour toute valeur possible d’x, bien que nous ne décidions pas quelle
valeur x peut avoir. Nous posons une affirmation ambigué concernant
n’importe quelle valeur de la fonction. Mais quand nous disons « % est une
fonction » nous ne posons pas d’affirmation ambigué. I serait plus correct
de dire que nous posons une affirmation concernant une ambiguité, en
adoptant cette vue qu’une fonction est une ambiguité. La fonction en elle-
méme oX, est la chose simple qui dénote de fagon ambigué ses multiples
valeurs; tandis que ox, olt x n’est pas déterminé, est 'un des objets déno-
tés, avec |'ambiguité inhérente au procédé de dénotation.

Nous avons vu que, d’aprés le principe du cercle vicieux, les valeurs d’une
fonction ne peuvent pas contenir de termes, qui ne seraient définissables
que par cette fonction méme. Soit maintenant une fonction ¢%, les valeurs
A comprendre sous cette fonction ? sont toutes les propositions dela forme gx.
1 suit de 13 qu'il ne doit y avoir aucune proposition de la forme x, dans
laquelle x ait une valeur, qui suppose la notion de 9. (S’il en était ainsi, les
valeurs de la fonction ne seraient pas toutes déterminées, tant que la fonc-
tion ne serait pas elle-mé&me déterminée, tandis que nous avons trouvé, au
contraire, que la fonction n’était déterminée que lotsque ses valeurs I'étaient
préalablement). II suit nécessairement de'13 que nous ne pouvons pas enten-
dre une chose telle que «les valeurs 4 comprendre sous i » ou quell)que autre
argument contenant ¢& comme P'argument pour ¢%. Autrement dit, le
symbole « ¢(p%) » ne peut pas exprimer une proposition, comme 'exprime
« 9a» quand oq est une des valeurs dénotées par p&. En fait, (%) ne peut
&tre qu'un symbole qui n’exprime rien : nous pourrons donc dire qu’il
n’a pas de sens. Ainsi, soit une fonction quelconque 9%, il y a des arguments
pour lesquels la fonction n’a aucune valeur, aussi bien que des arguments
four lesquels la fonction a une valeur. Nous appellerons les arguments pour
esquels 9 a une valeur «valeurs possibles de x ». Nous dirons que ¢& «aun
sens pour 'argument x » quand @& a une valeur pour 'argument x.

3. Nous emploierons les expressions ¢ valeurs & comprendre sous p& » ( values for g&), et « valeurs de px»

) (values of @x) pour désigner la méme chose, 3 savoir P4, b, @c, etc. La distinction de terminologie est

destinée 4 éviter Pambiguité 13 ot des variables différentes sont concernées, et spécialement quand l'une
d’elles est une fonction.
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La limitation que nous venons ainsi d’apporter au choix des arguments
possibles pour 92, sert 3 résoudre un grand nombre de paradoxes. Prenons
comme exemple le suivant. Supposons que « f(92) » signifie « la fonction ¢2
n’est pas satisfaite si on la prend elle-méme comme argument », c’est-3-dire
« 9(p2) est faux ». (Si cette expression avait un sens, elle serait vraie dans tous
les cas ordinaires. Par exemple, il ne peut pas étre vrai que la fonction «x est
un homme » soit un homme; si donc il est ou vrai ou faux qu’elle est un
homme, il doit &ure faux.) Mais supposons maintenant que nous dénotions
par f($) la fonction dont f(pZ) est la valeur pour I'argument 9(2), et recher-
chons si f{ f3) est vrai ou faux. Si f{f$) est vrai, cela signifie, de par la défini-
tion de f « f(f3) est faux ». Si d’autre part, f{f¢) est faux, celasignifie, de parla
définition de f « il est faux que f{f$) soit faux », d’ott il suit que f{ f3) est vrai.
Ainsi, que nous supposions f{f) vrai ou que nous le supposions faux, nous
sommes conduits 3 une contradiction. Cette contradiction disparait si
« p(p2) » n’a pas de sens.

Le paradoxe concernant la classe des classes qui ne sont pas membres
d’elles-m&mes est également tésolu par les considérations précédentes, si
I'on admet qu’une classe doit toujours &tre définie par une fonction proposi-
tionnelle. Car, en ce cas, la classe 3 considérer est la clase de ces classes qui ne
satisfont pas aux fonctions qui les définissent. Mais comme la classe est déri-
vée de la fonction, on ne peut pas, d’accord avec notre principe, la prendre
comme un argument de la fonction qui la définit, et par conséquent
on ne peut dire qu'elle satisfait ou ne satisfait pas la fonction qui la
définit.

Quand nous disons que « ¢(p2) » par exemple n’a pas de sens et n’est,
par conséquent, ni vrai ni faux, il est nécessaire que nous prévenions une
méprise. Si nous entendions « ¢(¢2) » dans le sens : ¢ la valeur & comprendre
sous 92 pour 'argument @2 est vraie, » cela ne serait pas dépourvu de sens,
mais faux. Cela est faux pour la méme raison que la proposition « le roi de
France est chauve » est fausse, c’est-3~dire parce qu'il n’existe aucune chose
telle que « la valeur 3 comprendre sous 2 pour I'argument @2 » Mais
quand, pour un argument 4, nous affirmons ¢a, nous ne voulons pas par 1a
affirmer « la valeur 3 comprendre sous @& pour I'argument a est vraie »;
nous voulons affirmer la proposition méme qui est la valeur 4 comprendre
sous @& pour I'argument 4. Ainsi, par exemple, si ¢ est « & est un homme »,
@ (Socrate) sera « Socrate est un homme » et ton pas « la valeur A comprendre
sous la fonction ‘& est un homme’ pour I'argument Socrate, est vraie ».
Ainsi, en accord avec notre principe que « ¢(¢2) » n’a pas de sens, nous ne
pouvons pas légitimement nier I'expression « la fonction 4 est un homme’
est un homme », car elle est un non-sens, mais nous pouvons légitimement
nier I'expression ¢ la valeur A comprendre sous la fonction ‘% est un homme’
pour 'argument ‘x est un homme’ est vraie, » et cela, non pas en nous fon-
dant sur ce fait que la valeur en question est fausse, mais sur ce fait qu'il
n’existe aucune valeur de ce genre 3 comprendre sous la fonction.

Nous dénoterons par le symbole « (x) - gx » la proposition « ¢x tou-
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jours » (px always), c’est-3~dire la proposition qui affirme toutes les valeurs ¢
a comprendre sous g&. Cette proposition enveloppe la fonction ¢% elle-
méme, et non pas seulement une valeur ambigué de la fonction. L’affir-
mation de ¢x, olt x n’est pas déterminé, est une affirmation différente de
celle qui affirme toutes les valeurs 3 comprendre sous 9, car la premiére est
une affirmation ambigug, alors que la seconde ne présente aucune ambiguité.
On observera que « (x) - px » n’affirme pas «px pour toutes valeurs d’x »,
parce que, comme nous I’avons vu, il y a nécessairement des valeurs de x
pour lesquelles « px » n’a pas de sens. Ce qui est affirmé par « (x) - px », ce
sont toutes les propositions qui constituent les valeurs 3 comprendre sous
¢%; il suit de I3 que c’est seulement pour les valeurs d’x, qui donnent un
sens A «px », C'est-3-dire pour tous les arguments possibles, que @x est affirmé,
lorsque nous affirmons « (x) - ex » Ainsi, on exprimerait convenablement
« (x) - @ » par « px est vrai pour toutes les valeurs possibles de x ». Cette
expression est cependant moins précise que 'expression « px toujours »,
parce que la notion de vérité ne fait pas partie du contenu du jugement.
Quand nous jugeons « tous les hommes sont mortels », nous croyons 2 la
vérité de notre jugement, mais la notion méme de vérité n’est pas nécessai-
rement présente A notre esprit, pas plus que quand nous jugeons « Socrate
est mortel »,

2. Définition et systématique ambiguité
des notions de vérité et d’erreur

Puisque « (x) - ¢x » enveloppe la fonction px, on ne peut, d’aprés notre
principe, 'employer comme un argument de @, ce qui veut dire que le
symbole « ¢ {(x) - px} » est nécessairement dépourvu de sens. Ce principe
semblerait, 3 premiére vue, présenter certaines exceptions. Prenons, par
exemple, la fonction « p est faux » et considérons la proposition « (p) - p est
faux ». Celle~ci devrait étre une proposition affirmant toutes les propositions
de la forme « p est faux ». Nous serions tentés de dire qu’une telle proposition
est nécessairement fausse, parce que « p est faux » n’est pas toujours vrai.
Nous serions conduits par 13 4 la proposition

«{ (p) - p est faux } est faux »

c’est-3-dire que nous serions conduits 3 une proposition dans laquelle
«(p) - p est faux » est I'argument de la fonction « p est faux » ce que nous
avons déclaré impossible. D’ailleurs on voit que, dans ce qui précede,
«(p) - p est faux » prétend étre une proposition concernant toutes proposi-
tions, et que, de par la forme générale du principe du cercle vicieux, il ne

4. Jemploie « toujours » dans le sens de « en tous les cas» et non pas « en tous les temps ». De méme
¢« quelquefois » signifiera « en quelques cas ».
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peut y avoir de propositions concernant foutes propositions. Il semble évi-
dent toutefois qu’étant donné une fonction queﬁonque, il y a une proposi-
tion (vraie ou f%ussc) qui affirme toutes les valeurs qu’elle peut prendre. Nous
sommes donc conduits A cette conclusion que « p est faux » et « ¢ est faux » ne
doivent pas toujours &tre les valeurs, pour les arguments p et g d’une fonc-
tion simple « p est faux »; or, cela n'est possible que seulement si le mot
« faux » a en réalité plusieurs sens différents, appropriés aux propositions de
genres différents.

Que les mots « vrai » et « faux » ont des sens différents, selon le genre de
propositions auquel ils sont appliqués, il n’est guére difficile de le voir.
Prenons une fonction quelconque ¢ % et soit ¢a une de ses valeurs. Appelons
le genre de vérité, applicable A « @a » vérité du premier genre (first truth).
(Ceci n’implique pas que cette proposition ait une vérité du premier genre

ns un autre contexte, mais veut simplement indiquer qu’elle a le premier
genre de vérité dans notre contexte.) Considérons maintenant la proposi-
tion (x) - px. Si elle posséde la vérité selon le genre qui lui est approprié,
cela signifiera que chacune des valeurs ¢ux a « une vérité du premier genre».
Ainsi, si nous appelons le genre de vérité approprié 3 (x) - ex « vérité du
second genre », nous pouvons définir « { (x) - px } a une vérité du second
genre » comme signifiant que « toute valeur 3 comprendre sous ¢ a une
vérité du premier genre», ¢’est-3~dire«(x) - (pxa une vérité du premier genre)».
De méme, si nous dénotons par « (Hx) - @x »la proposition «px quelquefois »,
ou, comme on peut I'exprimer de fagon moins précise « px pour quelques
valeurs d’x », nous trouvons que (2x) - px a une vérité du second genre
s'il y a un x pour lequel px a une vérité du premier genre; ainsi nous pou-
vons définir» { (Ix) - px }a une vérité du second genre » comme signifiant
« quelques valeurs A comprendre sous & ont une vérité du premier genre »,
c'est-d~dire « (Hx) - (px a une vérité du premier genre) ». De semblables
rematques s'appliquent 3 la notion de fausseté. Ainsi «{ (x) - px } a une faus-
seté du second genre » signifiera « quelques valeurs 3 comprendre sous
¢& ont une fausseté du premier genre », c’est-3-dire « (Hx) - (px 2 une faus-
seté du premier genre »; au contraire « { (Hx) - x } a une fausseté du second
genre » signifiera « toutes les valeurs 3 comprendre sous & ont une fausseté
du premier genre », c’est-3-dire « (x) - x a une fausseté du premier genre) ».
Ainsi le genre de fausseté qui peut convenir 4 une proposition générale est
différent de celui qui convient A une proposition particuliére.

Si nous appliquons ces considérations 4 la proposition « (p) - p est faux »
nous voyons que le genre de fausseté en question doit &tre déterminé. Si
par exemple c’est la fausseté du premier genre qui est visée, la fonction
« p a une fausseté du premier genre » n’a de sens que si p est 'espéce de pro-
position qui a fausseté ou vérité du premier genre. Il suit de 13 que «(p) - p
est faux » sera remplacé par une affirmation qui équivaut 3 « toutes les pro-
positions ayant ou une vérité du premier genre ou une fausseté du premier
genre ont une fausseté du premier genres. Cette proposition a une fausseté
du second genre, et n’est pas un argument possible pour la fonction « p a
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une fausseté du premier genre ». Ainsi 'exception apparente A notre prin-
cipe «@ { (x) - px } ne peut avoir de sens», disparait. Il va de soi que les
considérations précédentes s'appliquent parfaitement 2 la solution du para-
doxe de I’ Epiménide. »

Par de semblables considérations nous viendrons  bout de rendre compte
de «non-p» et de « p oug». Il peut sembler que ces expressions sont des
fonctions dans lesquelles r'importe quelle proposition peut apparaitre comme
argument. Mais cela est dii 3 une ambiguité systématique dans les signifi-
cations de « non » et « ou », par lesquelles ces expressions s’adaptent A des
propositions d’un ordre quelconque. Pour expliquer complétement com-
ment ceci se produit il semble bon de commencer par une définition du
genre le plus simple de vérité et de fausseté.

L’univers se compose d’objets ayant des qualités diverses et se tenant en
diverses relations. Quelques-uns de ces objets qui se présentent dans I'uni-
vers sont complexes. Quand un objet est complexe, il se compose de parties
entre lesquelles il existe des relations. Considérons un objet complexe com-~
posé de deux parties a et b, se tenant I'une 3 autre dans la relation R.
L’objet complexe « a~en-relation-R-avec-b » peut étre capable d’étre percu,
et quand il est pergu, il est percu comme un objet unique. L'attention peut
montrer qu’il est complexe; nous jugeons alors que a et zsont dans la relation
R. Un tel jugement, dérivé d’une perception par un simple effort d’atten-
tion, peut €tre appelé « jugement de perception ». Ce jugement de percep-
tion, considéré 3 son tour comme un fait réel qui se présente, est une relation
de quatre termes, A savoir 4, b, R et le sujet percevant. La perception en
elle-méme, au contraire, est une relation de deux termes, 3 savoir g-en-
relation-R-avec-b, et le sujet percevant. Puisque un objet de perception ne
peut étre un pur néant, nous ne pouvons pas percevoir « g-en-relation-R-
avec-b » 3 moins que a ne soit en relation R avec b. Par conséquent, un juge-
ment de perception, d’aprés la précédente définition, doit &tre vrai. Cela ne
signifie pas que, dans un jugement qui nous apparait étre un jugement de
perception, nous soyons stirs de n’étre pas dans I'erreur; car nous pouvons
nous tromper en pensant que notre jugement a été réellement dérivé de la
perception par une simple analyse. Maissi notre jugement a été ainsi dérivé, il
doit étre nécessairement vrai. En fait, nous pouvons définir la vérité, quand il
s'agit de tels jugements, comme consistant en ce fait qu’il existe un objet
complexe correspondant 3 la pensée discursive qui est le jugement. Ce qui
revient 3 dire que, quand nous jugeons « aalarelation R 3 b», notre jugement
est dit vrai quand il existe un objet complexe « g-en-relation-R-avec-b »,
et faux quand ce n’est pas le cas. Ceci est une définition des notions de vérité
et de fausseté, en relation avec les jugements de cette espece.

On voit que, d’aprés les explications précédentes, le jugement n’a pas un
objet simple,  savoir la proposition, mais plusieurs objets ayant entre eux
des relations. Autrement dit, la relation qui constitue le jugement n’est
pas une relation entre deux termes, A savoir P'esprit qui juge et la proposi-
tion, mais une relation entre plusieurs termes, 3 savoir I'esprit et ce qu'on
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une fausseté du premier genre ». Ainsi I'exception apparente 3 notre prin-
cipe «o { (x) - px } ne peut avoir de sens», disparait. Il va de soi que les
considérations précédentes s’appliquent parfaitement 3 la solution du para-
doxe de I’ Epiménide.

Par de semblables considérations nous viendrons A bout de rendre compte
de «non-p» et de « p oug». Il peut sembler que ces expressions sont des
fonctions dans lesquelles n’importe quelle proposition peut apparaitre comme
argument. Mais cela est dfi 3 une ambiguité systématique dans les signifi-
cations de « non » et « ou », par lesquelles ces expressions s’adaptent 2 des
propositions d’un ordre quelconque. Pour expliquer complétement com-
ment ceci se produit il semble bon de commencer par une définition du
genre le plus simple de vérité et de fausseté.

L'’univers se compose d’objets ayant des qualités diverses et se tenant en
diverses relations. Quelques-uns de ces objets qui se présentent dans I'uni-
vers sont complexes. Quand un objet est complexe, il se compose de parties
entre lesquelles il existe des relations. Considérons un objet complexe com-
posé de deux parties a et b, se tenant I'une 2 I'autre dans la relation R.
L’objet complexe « a-en-relation-R-avec-b » peut étre capable d’étre percu,
et quand il est pergu, il est pergu comme un objet unique. L’attention peut
montrer qu’il est complexe; nous jugeons alors que a et gsont dans la relation
R. Un t(g jugement, dérivé d’une perception par un simple effort d’atten-
tion, peut étre appelé « jugement de perception ». Ce jugement de percep-
tion, considéré A son tour comme un fait réel qui se présente, est une relation
de quatre termes, 4 savoir 4, b, R et le sujet percevant. La perception en
elle-méme, au contraire, est une relation de deux termes, i savoir a-en-
relation-R-avec-b, et le sujet percevant. Puisque un objet de perception ne
peut étre un pur néant, nous ne pouvons pas percevoir « g-en-relation-R-
avec-b» 3 moins que 4 ne soit en relation R avec b. Par conséquent, un juge-
ment de perception, d’aprés la précédente définition, doit &tre vrai. Cela ne
signifie pas que, dans un jugement qui nous apparait étre un jugement de
perception, nous soyons sirs de n’étre pas dans I'erreur; car nous pouvons
nous tromper en pensant que notre jugement a été réellement dérivé de la
perception par une simple analyse. Maissi notre jugement a été ainsi dérivé, il
doit étre nécessairement vrai. En fait, nous pouvons définir la vérité, quand il
s'agit de tels jugements, comme consistant en ce fait qu’il existe un objet
complexe correspondant 3 la pensée discursive qui est le jugement. Ce qui
revient 4 dire que, quand nous jugeons «aalarelation R 3 b», notre jugement
est dit vrai quand il existe un Lclijet complexe « a-en-relation-R-avec-b »,
et faux quand ce n’est pas le cas. Ceci est une définition des notions de vérité
et de fausseté, en relation avec les jugements de cette espéce.

On voit que, daprés les explications précédentes, le jugement n’a pas un
objet simple, 3 savoir la proposition, mais plusieurs objets ayant entre eux
des relations. Autrement dit, la relation qui constitue le jugement n’est
pas une relation entre deux termes, 3 savoir I'esprit qui juge et la proposi-
tion, mais une relation entre plusieurs termes, 3 savoir I'esprit et ce quon
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appelle les constituants de la proposition. Quand nous jugeons (ou disons)
« ceci est rouge », le résultat est une relation des trois termes, I'esprit, « ceci »
et rouge. D’autre part quand nous percevons « la rougeur de ceci, » il y a une
relation de deux termes, 3 savoir I'esprit et 'objet complexe « la rougeur de
ceci ». Pour chaque jugement porté, il y a une certaine entité complexe,
composée de I'esprit et des divers objets du jugement. Quand le jugement est
vrai, il lui correspond, pour I'espéce de jugements que nous avons considé-
rée, un tout complexe des objets du jugement et d’eux seuls. La fausseté au
contraire, en ce qui concerne cette classe de jugement, consiste dans ’absence
d’'un complexe correspondant, composé des seuls objets du jugement. 11
suit de la théorie précédente qu'une « proposition », prise au sens ot la propo-
sition est supposée étre I'unigue objet du jugement, est une fausse abstrac-
tion, parce qu'un jugement a plusieurs objets distincts, et non pas un seul.
C'est la pluralité des objets dans le jugement (en opposition avec la percep-
tion) qui a conduit les philosophes 4 parler de la pensée comme « discursive »,
bien qu’on ne semble pas s'étre clairement rendu compte de ce qui est signi-
fié par cette épithéte.

Par suite de cette pluralité des objets dans un simple jugement, on voit
que ce qu’on appelle « proposition » (dans le sens ol elle est distinguée de la
phrase qui 'exprime) n’est pas du tout une seule entité. Autrement dit, la
phrase qui exprime une proposition est ce que j’ai appelé un symbole « in-
complet »; il n’a pas de sens en lui-méme mais dJe.mandc qu’on supplée 3 son
insuthsance d’une certaine manidre pour acquérir un sens complet. Ceci est
en quelque maniére dissimulé par cette circonstance que le fait méme de
juger fournit 4 la proposition un complément suffisant et que ce fait méme de
juger n’ajoute « verbalement » rien 3 la proposition. Ainsi « la proposition
‘Socrate est homme’ » emploie ‘Socrate est homme’ dans un sens qui
veut étre complété d'une certaine maniére pour acquérir une pleine signifi-
cation; mais, quand je juge « Socrate est homme », le sens est complété
par l'acte méme de juger et nous n’avons plus désormais de symbole in-
complet. Le fait que les propositions sont des « symboles incomplets » est
philosophiquement important et il intéresse sur certains points la logique
symbolique.

Les jugements A qui nous avons eu affaire jusqu’a présent sont de la forme
des jugements de perception, c’est-3-dire que leurs sujets sont toujours parti-
culiers et définis. Mais il existe de nombreux jugements qui ne sont pas de
cette forme. Tels sont : Tous les hommes sont mortels; J'ai rencontré un
homme; Quelques hommes sont grecs. Avant de nous occuper de ces juge-
ments, nous allons introduire quelques termes techniques.

Nous appelons « un complexe » tout objet tel que « a en relation R 2 b »,
ou « g ayant la qualité ¢ », ou « 4, b, ¢ se tenant entre eux dans la relation S ».
Bref, un complexe est tout objet quelconque qui se présente dans I'univers
et n'est pas simple. Nous disons qu'un jugement est élémentaire quand il
exprime de simples affirmations telles que : «aalarelation R 3 by, «aala
qualité g », ou «a, b, ¢ s tiennent entre eux dans la relation S ». D’aprés cela,
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un jugement élémentaire est vrai quand il existe uh complexe correspondant,
et faux quand il n’existe pas de complexe correspondant.

Mais prenons maintenant une proposition comme « tous les hommes sont
mortels ». Ici le jugement ne correspond pas 3 un seul complexe mais 3
plusieurs, 4 savoir « Socrate est mortel », « Platon est mortel », « Aristote est
mortel », etc. (Il n’est pas nécessaire, pour le moment, avant d’en étre arrivé
aux complexes ultimes enveloppés dans les jugements, de rechercher si
chacun de ces jugements ne réclame pas une explication plus profonde.
Pour la clarté de I'exposition, le jugement « Socrate est mortel » est traité ici
comme un jugement élémentaire, quoiqu’en fait, il n’en soit pas un, comme
on l'expliquera plus loin. Il n’est pas trés facile de découvrir des jugements
vraiment élémentaires.) Je n’entends pas nier qu'il puisse y avoir une cer-
taine relation du concept homme au concept mortel qui soit équivalente 3
Pexpression « tous les hommes sont mortels », mais, en tout cas, cette relation
n’est pas ce que nous affirmons quand nous disons : tous les hommes sont
mortels. Notre jugement que tous les hommes sont mortels rassemble en
lui une quantité de jugements élémentaires. Il n’est pourtant pas composé de
ceux-ci, car, par exemple, le fait que Socrate est mortel n’est pas une partie
de ce que nous affirmons, comme on peut le voir en faisant attention que
notre affirmation peut étre comprise par une personne qui n’ajamais entendu
patler de Socrate. Afin de comprengre le jugement « tous les hommes sont
mortels », il n’est pas nécessaire de savoir quels hommes existent. Nous
devons admettre par conséquent comme une espéce radicalement nouvelle
de jugements les affirmations générales telles que : « tous les hommes sont
mortels ». Nous affirmons qu’étant donné qu’x est homme, x est toujours
mortel, c’est-3-dire que nous affirmons « x est mortel » de fout x qui est
homme. Ainsi nous sommes capables de juger (3 tort ou i raison, peu
importe) que fous les objets qui ont quelque propriété déterminée ont par 1a
méme quelque autre propriété déterminée. Ce qui revient 3 dire qu’étant
donné ges fonctions propositionnelles quelconques 9 et ¢%, il y a un juge-
ment qui affirme $x de tout x pour lequel nous avons ¢x. Ces jugements,
nous les appellerons jugements généraux. )

11 est évident, comme on I'a expliqué précédemment, que la définition de
la vérité est différente dans le cas des jugements généraux de ce qu'elle est
dans le cas des jugements élémentaires. Appelons le sens ol nous entendons
la vérité des jugements élémentaires : « vérité élémentaire ». Alors, quand nous
affirmons qu’il est vrai que tous les hommes sont mortels, nous entendrons
que tous les jugements de la forme « x est mortel », quand x est un homme,
ont une vérité élémentaire. Nous pouvons définir ceci comme la « vérité
du second ordre ». D&s lors, si nous exprimons la proposition « tous les hom-
mes sont mortels » dans la forme

« (x) + x est mortel, quand x est un homme »

et si nous appelons ce jugement p, alors « p est vrai » devra étre pris dans le
sens « p a une vérité du second ordre », ce qui en retour signifie
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«(x) - ‘x est mortel’ a une vérité élémentaire, quand x est un homme ».

Nous pouvons employer le symbole « (x) - ¢x » pour exprimer le juge-
ment général qui affirme tous les jugements de la forme «px ». Alors le juge-
ment « tous les hommes sont mortels » est équivalent 3

¢ (x) - ‘x est un homme’ implique ‘x est un mortel’ ».
C’est-3-dire, 4
« (x) - x n’est pas un homme, ou x est mortel ».

La signification de vérité, applicable A cette proposition, n’est donc pas la
méme que la signification de vérité applicable 3 ‘x est un homme ’ ou 3 'x
est mortel ’; et, d’une fagon générale, dans un jugement quelconque (x) - ¢x,
le sens dans lequel le jugement est ou peut étre vrai n’est pas le méme que le
sens dans lequel px est ou peut étre vrai. Sipx est un jugement élémentaire, il
est vrai quand il désigne un complexe correspondant. Mais (x) - ¢x ne dési-
gne c{)as un simple complexe correspondant : les complexes qui lui corres-
pondent sont aussi nombreux que les valeurs possibles de x.

11 suit de ce qui précéde qu’une proposition telle que « tous les jugements
portés par Epiménide sont vrais », sera, dés le premier abord, capable de
vérité seulement si tous les jugements qu’elle vise sont du méme ordre.
§’ils sont d’ordres différents, le niem étant le plus élevé, nous pouvons faire n
affirmations de la forme « tous les jugements d’ordre m, portés par Epi-
ménide sont vrais, olt m prend toutes les valeurs jusqu'a n. Mais aucun de
ces jugements ne peut se comprendre lui-méme dans son propre domaine,
car un tel jugement est toujours d’ordre plus élevé que les jugements aux-
quels il se rapporte.

Considérons maintenant ce que signifie la négation d’une proposition de
la forme « (x) - gx ». Notons, pour commencer, que « ¢x en quelques cas »,
ou « px quelquefois » est un jugement qui est 3 mettre sur le méme }()ied que
«x Cn tous cas » ou « px toujours » Le jugement « px quelquefois » est
vrai s'il existe une ou plusieurs valeurs d’x pour lesquelles x est vrai.Nous
exprimerons la proposition « px quelquefois » par la notation « (Hx) - ¢x »,
ott «  » signifie « ]f existe un... » et I'ensemble du symbole peut étre lu « il
existe un x tel que px ». Nous prenons les deux genres de jugement exprimés
par « (x) - px» et « (Ix) - @x » comme idées primitives. Nous prenons aussi
comme une idée primitive la négation d’une proposition élémentaire. Nous
pouvons dés lors définir les négations de « Sx) - @x » et (x) - px. La néga-
tion d’une proposition quelconque p sera dénotée par le symbole « ~ p».
Dés lors la négation de « (x) - @x » signifiera, par définition, « (x) - ~ @x».
Ainsi dans le langage traditionnel de la logique formelle, on définit la néga-
tion d’une universelle affirmative comme la particuliere négative, et la
négation de la particulidre affirmative comme l'universelle négative. Par
conséquent la signification de la négation pour de telles propositions est
différente de la signification de la négation pour les propositions élémen-
taires.
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Une explication analogue s'applique 3 la disjonction. Considérons
Pexpression « ou p, ou gx toujours », et dénotons la disjonction de deux
propositions p etgpar« pV q». Alors notre expressions’écrit«p - V - (x) - px».
Nous supposerons que p est une proposition élémentaire et que px est
toujours aussi une proposition élémentaire. Nous prenons la gisjonction
de deux propositions élémentaires comme une idée primitive et nous
désirons définir la disjonction « p - V- (x) - ¢x ». Cela peut étre défini
comme ¢ (x) + pVox », C'est-a-dire que I'expression « ou p est vrai, ou px
est toujours vrai » doit étre entendue « ‘p ou @x’ est toujours vrai ». En
méme fagon, nous définirons « p - V- (Hx) - px » comme (Tx) - pVox»,
Cest-3-dire que I'expression « ou p est vrai, ou il y a un x pour qui px est
vrai » doit étre entendue par définition comme « il y a un x pour qui ou p
ou @x est vrai ». Nous pouvons définir de méme la disjonction de deux
propositions universelles : « (x) - px - V- (y) - ¢y » signifiera par défini-
tion « (x, y) - exV ¢y »; c'est-a-dire que I'expression « ou px est toujours
vrai, ou ¢y est toujours vrai » doit signifier « ‘px ou ¢’ est toujours
vrai » Par cette méthode, nous obtenons des définitions de disjonctions
contenant des propositions de la forme (x) - px ou (dx) - px en fonction
de disjonctions de propositions élémentaires; mais la signification de «dis-
jonction » n’est pas la méme pour des propositions de la forme (x) - x,
ou (dx) - px que pour les propositions élémentaires.

De semblables explications pourraient étre données 2 propos de I'impli-
cation et de la conjonction, mais il n’est pas nécessaire, puisqu’on peut les
définir en fonction de la négation et de la disjonction.

3. Pourquoi une fonction donnée
requiert des arguments d’un certain type

Les considérations, présentées auparavant en faveur de cette idée qu'une
fonction ne peut, sans perdre tout sens, avoir comme argument quelque
expression supposant dans sa définition la notion méme de la fonction,
ont été d’une fagon plus ou moins indirecte. Mais en étudiant directement
les especes de fonctions qui ont des fonctions comme argument et les espéces
de fonctions qui ont des arguments autres que des fonctions, nous verrons,
si je ne me trompe, que non seulement il est impossible pour une fonction
¢ de se prendre elle-méme (ou quelque notion dérivée d’elle) comme
argument, mais que, si $2 est une autre fonction telle qu’il y ait des argu-
ments g pour lesquels pa et ¢a ont un sens, alors {2 (ou quelque expression
dérivée de ¢2) ne peut, sans perdre tout sens, étre argument de 2. Cela
résulte de ce fait qu'une fonction est essentiellement une expression présen-
tant une ambiguité : dés lors, si elle intervient comme élément d’une pro-
position définie, elle doit intervenir d’une maniétre telle que I'ambiguité
ait disparu et qu'une expression pleinement déterminée en résulte. Quelques
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exemples rendront ceci plus clair. Ainsi « (x) - px » que nous avons déja
considéré, est une fonction de p&: dés que p& est déterminé, nous avons
donc une proposition définie, exempte de toute ambiguité, Mais on voit
facilement que nous ne pouvons pas substituer a la fonction quelque chose
qui n’est pas une fonction; « (x) - @x » signifie en effet « px en tous cas » ;
le sens que nous lui donnons ainsi dépend de ce fait qu'il y a des « cas »
pour px, c’est-2-dire dépend de I'ambiguité qui est la caractéristique d’une
fonction. Cet exemple montre clairement que, quand une fonction inter-
vient comme argument, d’une maniére qui présente un sens, une expressioh
qui n’est pas une fonction ne peut, en méme fagon, intervenir comme
argument. Mais inversement, quand une expression qui n’est pas une fonc-
tion peut intervenir comme argument d’une manitre qui présente un sens,
une fonction ne peut de méme intervenir. Prenons par exemple I'expression
« x est un homme » et considérons « % est un homme ». Ici, rien ne fait
disparaitre 'ambiguité qui caractérise p&; aucun objet défini n’est donc
dit étre un homme. Une fonction, en fait, n’est pas un objet défini, qui
pourrait étre ou n’étre pas un homme; c’est simplement une expression
ambigué qui attend une détermination, et afin qu'elle puisse intervenir
comme argument d’une maniére qui présente un sens, ¢lle doit recevoir
nécessairement la détermination qu’elle ne regoit évidemment pas, si on
la substitue simplement 3 un élément déterminé dans une proposition. Cet
argument ne vaut pourtant pas directement contre unie expression telle que
«{ (x) - px } est un homme » Le sens commun jugerait qu’une telle expres-
sion n’a pas de sens, mais elle ne peut pourtant étre condamnée sur le prétexte
de 'ambiguité de son sujet. Nous avons besoin ici d’une autre raison, que
voici : une proposition n’est pas une entité simple, mais une rclation entre
plusieurs entités; donc, une expression dans laquelle une proposition se
présente comme sujet n’aura de sens que si elle peut étre ramenée a une
expression concernant les termes qui interviennent dans la proposition.
Comme dans les phrases telles que « le n’importe quoi » (the so-and-so),
olt grammaticalement il apparait comme sujet, une proposition doit étre
décomposée en ses constituants, si vous voulons trouver le vrai sujet ou les
vrais sujets. Mais dans une expression telle que « p est un homme », oli p
est une proposition, cela n’est pas possible. Il suit de 13 que « { (x) - ¢x }
est un homme » n’a pas de sens. :

4. La hiérarchie des fonctions et propositions

Nous sommes ainsi conduits, par la double voie du principe du cercle
vicieux et de I'observation directe,  cette conclusion que les fonctions,
dont un objet donné 4 peut &tre un argument, sont incapables de se servir
mutuellement d’arguments entre elles, et qu'elles ne peuvent avoir aucun
terme commun avec les fonctions dont elles peuvent &tre arguments.
Nous sommes ainsi amenés 3 construire une hiérarchie. Commengant par

5
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a et les autres termes qui peuvent étre arguments des mémes fonctions dont
a peut étre I'argument, nous arrivons tout d’abord aux fonctions dont 4
est 'argument possible, puis aux fonctions dont de telles fonctions sont les
arguments possibles, et ainsi de suite. Mais la hiérarchie qui est 3 construire
n’est pas aussi simple qu’il peut paraitre au premier abord. Les fonctions
qui peuvent prendre ¢ comme argument ne forment qu’illégitimement
un ensemble totalisé et, pour elle-mémes, elles demandent 3 étre divisées
en une hiérarchie de fonctions. On voit facilement ceci comme suit. Soit
f (@2, x) une fonction de deux variables, p% et x. Si dés lors, regardant x
comme fixe momentanément, nous affirmons cette expression pour toutes
valeurs possibles de ¢, nous obtenons une proposition :

(@) - f (o2, ).

Si x est variable, nous avons ici une fonction d’x mais comme cette
fonction implique I'ensemble total des valeurs de ¢2 5, elle ne peut pas elle-
méme étre comprise dans cet ensemble, de par le principe du cercle vicieux.
Il suit de 13 que I'ensemble total des valeurs de ¢Z, visé dans 'expression
(@) - f(p%, x) n’est pas 'ensemble total de toutes les fonctions dans lesquelles
x peut intervenir comme argument, et qu’il n’existe aucun ensemble tel
que celui de toutes les fonctions dans lesquelles x peut intervenir comme
argument.

Il suit de ce qui précéde que la notion méme d’une fonction dans laquelle
¢2 apparait comme argument implique que « 2 » ne désigne pas #’importe
quelle fonction, capab%e d’un argument donné, majs doit éure entendue
en un sens restreint de telle maniére quaucune des fonctions, valeurs possi-
bles de 92, ne contienne quelque référence 4 I'ensemble total de ces fonc-
tions. Prenons comme exemple la définition de I'identité. Nous pouvons
essayer de définir « x est identique 3 y » comme « tout ce qui est vrai d’x est
vrai d’y », C’est-3-dire px en tous cas implique ¢y. Mais ici, puisque nous
désirons affirmer toutes les valeurs de « ox implique @y », regardé comme
fonction de @, nous serons forcés d’imposer 3 ¢ une certaine limitation, qui
nous empéchera de comprendre parmi les valeurs de ¢ les valeurs dans
lesquelles sont concernées « toutes les valeurs possibles de @ ». Ainsi, par
exemple, « x est identique 3 a » est une fonction d’x; des lors, si c’est une
valeur légitime de ¢ dans I'expression « px en tous cas implique ¢y », nous
serons capables d’inférer, au moyen de la définition précédente, que si x
est identique 2 a et x identique 2 y, alors y est identique 4 a. Bien que la
conclusion soit valable, le raisonnement renferme un cercle vicieux, car
nous avons pris « () - { px implique a } » comme une valeur possible de
@x, cec qui ne peut étre. Et si, pourtant, nous apportons une limitation

uelconque 2 ¢, il peut arriver, autant qu’on le voit 3 présent, que pour
g’autres valeurs de ¢, nous puissions avoir px vrai et ¢y faux; si bien que

5. Quand nous parlons de « valeurs de @2 », c’est ¢ et non pas z qui est visé, Ceci ressort de I'explication
donnée dans l1a note de la page 56.
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notre définition proposée de I'identité serait évidemment erronée. Cette
difficulté est évitée par « I'axiome de réductibilité » qui sera expliqué plus
loin. Noous ne I’avons mentionnée maintenant que pour montrer la nécessité
et 'intérét de la hiérarchie des fonctions d’un argument donné.

Donnons le nom de « a-fonctions » aux fonctions qui ont un sens pour un
argument donné 4. Supposons alors que nous choisissions un certain groupe
de a~fonctions, et considérons la proposition « g satisfait toutes les fonctions
appartenant au groupe en question », Si nous remplagons ici a par une varia-
ble, nous obtenons une a-fonction; mais, de par le principe du cercle vicieux
cette a-fonction ne peut pas étre membre de notre groupe, puisqu'elle
contient une référence 3 I'ensemble du groupe. Posons que le groupe est

formé de toutes les fonctions qui satisfont f (p2). Alors notre nouvelle fonc-
tion est

(®) . {f(p2) implique px }

ot x est 'argument. Il apparait ainsi que, quel que soit le groupe d’a-fonc-
tions que nous puissions choisir, il y aura d’autres a-fonctions qui resteront
en dehors de ce groupe. On obtiendra toujours de telles fonctions, comme
I'exemple précédent le montre, en prenant une fonction de deux arguments
@2 et x et en affirmant le tout des valeurs résultant des variations de . Ce
qui est nécessaire, par conséquent, afin d’éviter les cercles vicieux, c’est de
diviser nos a-fonctions en « types », dont chacun ne contient aucune fonction,
se rapportant au type considéré dans son ensemble.

Quand quelque chose est affirmée ou niée de toutes les valeurs possibles
d’une variable ou de quelques valeurs possibles indéterminées de cette
variable, celle-ci est dite apparente, suivant Peano. La présence des mots
tout ou quelque dans une proposition indique la présence d’une variable
apparente; mais souvent une variable apparente est réellement présente Ia
ot le langage ne la déctle pas. C'est ainsi par exemple que « A est mortel »
signifie « il existe un temps olt A mourra »; ainsi, un temps variable apparait
comme variable apparente.

Les exemples les plus clairs de propositions ne contenant pas de variables
apparentes sont celles qui expriment des jugements de perception immédiats,
par exemple « ceci est rouge » ou « ceci est douloureux » ot « ceci » désigne
quelque chose d'immédiatement donné. Dans d’autres jugements, méme
1 ol 3 premitre vue il ne semble y avoir aucune variable apparente, il
arrive souvent qu’il y en a réellement une. Prenons par exempfe « Socrate
est homme ». Pour Socrate lui-méme, le mot « Socrate » désignait sans aucun
doute un objet dont il avait connaissance immédiate, et le jugement
« Socrate est homme » ne contenait aucune vatiable apparente. Mais pour
nous, qui ne connaissons Socrate que par oui-dire, le mot « Socrate » ne {Jeut
pas signifier ce qu'il signifiait pour Socrate lui-méme; il signifie plutdt
«la personne qui a telles et telles propriétés », mettons « le philosophe athé-
nien qui but la cigug ». De plus, dans toutes les propositions concernant
«I'objet qui a telles et telles propriétés » il y a une variabfc apparente, comme
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je I'ai montré ailleurs ®. Ainsi, dans ce que nous avons i I'esprit quand nous
disons « Socrate est homme » il y a une variable apparente, quoiqu’il n’y ait
pas de variable apparente dans le jugement correspondant, lorsqu'il est
fait par Socrate, A condition toutefois que nous supposions qu’il y ait une
chose telle que la connaissance immédiate de soi-méme.

Quels que soient les exemples de propositions ne contenant pas de variables
apparentes, il est clair que les fonctions propositionnelles dont les valeurs
ne contiennent pas de variables apparentes sont la source de propositions
qui en contiennent, au sens ot la fonction ¢& est la source de la proposition
(x) - @x. Car les valeurs & comprendre sous p ne contiennent pas la variable
apparente x qui se montre dans (x) - ¢&; si elles contiennent une variable
appatente y, celle=ci peut étre éliminée en méme fagon et ainsi de suite. Ce
progrés ne va pas 3 l'infini, car les propositions que nous pouvons appréhen-
der ne peuvent contenir plus qu'un nombre fini de variables apparentes,
en raison de ceci que tout ce que nous pouvons concevoir doit nécessaire-
ment n’avoir qu’une complexité finie. Nous devons ainsi arriver en derniére
analyse 3 une fonction d’autant de variables qu’il y a eu d’étapes franchies
pour latteindre 3 partir de notre proposition originelle, et cette fonction
sera telle que ses valeurs ne contiendront plus de variables apparentes. Nous
pouvons appeler cette fonction la matrice de notre proposition originelle et
de toute autre proposition ou fonction, obtenue en transformant quelques-
uns des arguments de la fonction en variables apparentes. Ainsi, par exemple,
si nous avons une fonction-matrice, dont les valeurs soient ¢ (x, y), nousen
dériverons ,

() - ¢ (x,y) qui est une fonction d’x

(x) - @ (x, y) qui est une fonction d’y

(% )} . ® (x,y) qui signifie « ¢ (x,y) est vrai pour toutes
valeurs possibles 3: x et y

Cette derniére expression est une proposition qui ne contient aucune
variable réelle, c’est-3-dire, qui ne contient plus que des variables appa-
rentes.

Il est évident que toutes les propositions et fonctions possibles peuvent
étre obtenues A partir de matrices, en transformant dans les matrices les
arguments en variables apparentes. Afin de diviser nos propositions et
fonctions en types, nous partirons donc des matrices, et examinerons com-
ment on doit les diviser pour éviter tout cercle vicieux dans les définitions
des fonctions visées. Dans ce but, nous emploierons les lettres telles que
abexyzw pour dénoter des objets qui ne sont ni des fonctions ni des propo-
sitions. Ces objets, nous les appelons individus; ils seront les constituants
des propositions et fonctions, vrais constituants, en ce sens que l'analyse
ne les résout pas comme, par exemple, les classes ou les phrases telles que
« le tel-ou-tel ». '

6. Mind, Octobre 1908, « On denoting ».
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Les premitres matrices qui se présentent sont celles dont les valeurs ont
I'une des formes

ox, b, ), x (% 2..)

c’est-3~dire, ol les arguments, quelque nombreux qu’ils soient, sont tous
des individus. Les fonctions 9, ¢, ,... qui, par définition, ne contiennent
aucune variable apparente et n’ont que des arguments-individus ne présup-
posent, dans leur notion, aucun ensemble total de fonctions. A partir de
ces fonctions ¢, x,... nous pouvons procéder i la formation d’autres fonc-
tions d’x, telles que (y) - ¢ (x, ), Hy) - ¢ (%, y), H) - x (x, 7, 2),
() : H2) » x (x, y. 2), etainsi de suite. Toutes ces fonctions ne présupposent
aucun autre ensemble total que celui des individus. Nous arrivons ainsi 4
I'idée d’une certaine collection de fonctions d’x, caractérisées par ceci
quelles ne comprennent d’autres variables que des individus. Ces fonctions,
nous les appellerons « fonctions du premier ordre ».

Nous pouvons maintenant introduire une notation pour « n’importe
quelle fonction du premier ordre ». Nous la dénoterons par « ¢! & » et
une valeur quelconque, 3 comprendre sous une telle fonction sera dénotée
par « ¢! x ». Ainsi « ¢! x » désigne une valeur quelconque 3 comprendre
sous une fonction quelconque qui ne contient que des individus comme
variables. On voit par 1A que « ¢! x » est lui-méme une fonction de deux
variables, 3 savoir ¢! £ et x. Donc ¢! & contient une variable qui n’est pas
un individu, 3 savoir ¢! 2. De méme « (x) . ¢! x » est une fonction de la
variable ¢! 2, et, ainsi, contient une variable qui n’est pas un individu.
Continuons encore : si a est un individu donné, I'expression

¢« ¢!x implique ¢! x pour toutes valeurs possibles de ¢ »

est une fonction d’x, mais non de la forme ¢! x, car elle contient une varia-
ble (apparente) ¢ qui n’est pas un individu. Donnons le nom de « prédicat»
3 une fonction quelconque du premier ordre ¢! 2. (Cet emploi du mot
« prédicat » est strictement réservé 3 I'objet de la présente discussion.) Alors
Pexpression « ¢! x implique ¢! a pour toutes vaﬁurs possibles de ¢ » peut
étre lue « tous les prédicats d’x sont les prédicats de a ». Ceci donne lieu 2
une affirmation concernant x, mais n’attribue pas & x un prédicat, au sens
spécial qui vient d’étre défini.

En raison de l'introduction de ¢! 2, nous avons maintenant un nouveau
grou}ge de matrices. Ainsi, ¢« ¢! x » est une fonction qui ne contient aucune
variable apparente, mais contient les deux variables réelles ¢! 2 et x.
(On observera que quand ¢! est déterminé, nous pouvons obtenir une
fonction dont les valeurs enveloppent des individus comme variables
apparentes, par exemple si ¢! x est 5') % (%, y); mais aussi longtemps que
¢ est variable,p! x ne contient aucune variable apparcnte.l) De méme, si a
est un individu défini, ¢! a est une fonction d’une variable ¢! 2. Si g et b
sont des individus définis, « ¢! 2 implique ¢! b » est une fonction de deux
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variables ¢ et ¢ 2, et ainsi de suite. Nous sommes ainsi amenés A un ensemble
de matrices nouvelles,

fle!2), g (@! 2,1 2), Flp! 2, x), etc.

Ces matrices contiennent des individus et des fonctions du premier ordre
comme arguments, mais (comme toutes les matrices) aucune variable
apparente. Une telle matrice, si elle contient plus d’une variable, donne
naissance 3 de nouvelles fonctions d’une variable, par la transformation de
tous ses arguments 3 I'exception d’un seul en variables apparentes. Ainsi,
nous obtenons les fonctions

(@) - g(@!2 ¢!2) qui est une fonction de ¢! 2
x) - F(p!2,x) qui est une fonction de ¢!2
9) - F(p!2, x) qui est une fonction d’x.

Nous donnerons le nom de matrices du second ordre aux matrices qui ont
des fonctions du premier ordre parmi leurs arguments et n’en ont pas
d’autres que ces fonctions et des individus. (Il n’est d’ailleurs pas nécessaire
qu'elles aient des individus parmi leurs arguments.) Nous donnerons le
nom de fonctions du second ordre aux fonctions qui ou bien sont des matrices
du second ordre, ou bien sont dérivées de ces matrices par transformation
de quelques-uns de leurs arguments en variables apparentes. On voit que
I'argument d’une fonction du second ordre peut étre ou un individu ou une
fonction du premier ordre. Les fonctions du second ordre sont celles qui
contiennent des variables qui sont des fonctions du premier ordre mais ne
contiennent aucune autre variable, sauf (peut-&tre) des individus.

Nous avons maintenant A notre disposition diverses nouvelles classes de
fonctions. En premier lieu nous avons des fonctions du second ordre 4 un
seul argument, qui est une fonction du premier ordre. Nous dénoterons une
fonction variable de ce genre par le symbole f! (§! 2) et une valeur quel-
conque d’une telle fonction par f!(p !%). Comme ¢!x, I'expression
f1(p!2) est une fonction de deux variables, 2 savoir f!(¢!2) et ! 2.
Parmi les valeurs possibles de f ! (p! %) se trouveront ¢! 4, o1 a est constant,
(x) - @!x, (Hx) - ¢! x, etc. (Ces valeurs s'obtiennent en donnant une valeur
déterminée A f et en laissant ¢ indéterminé.) Nous appellerons ces fonctions
« fonctions prédicatives des fonctions du premier ordre ».

En second lieu, nous avons des fonctions du second ordre 3 deux arguments
dont I'un est une fonction du premier ordre, tandis que I'autre est unindividu,
Dénotons les valeurs indéterminées de telles fonctions par le symbole

flp! 2, ).
Aussitdt qu'x prend une valeur déterminée, nous avons une fonction
prédicative de @ ! 2. Si notre fonction ne contientaucune fonction du premier
ordre comme variable apparente, nous obtiendrons une fonction prédicative
d’x en assignant une valgur 2 ¢! 2. Ainsi, pour prendre le cas le plus simple,
sif!(p! 2, x) esto! x, le fait d’assigner une valeur 4 ¢ nous donne une fonc-
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tion prédicative d’x, en vertu de la définition de « ! x ». Maissi f ! (¢! 2, x)
contient une fonction du premier ordre comme variable apparente, le fait
d’assigner une valeur 3 ¢! 2 nous donne une fonction du second ordre d’x.

En troisi¢me lieu, nous avons des fonctions du second ordre d’individus.
Celles—ci seront toutes dérivées des fonctions de la forme f!(p! 2, x) en
transformant @ en une variable apparente. Nous n’avons donc pas besoin
pour elles d’une nouvelle notation.

Nous avons aussi des fonctions du second ordre de deux fonctions du
premier ordre, ou de deux fonctions de ce genre et d’un individu, et ainsi de
suite.

Nous pouvons maintenant passer 3 I'étude exactement semblable des
matrices du troisitme ordre. Ce seront des fonctions contenant des fonctions
du second ordre comme arguments, ne contenant aucune variable apparente,
ni d’autres arguments que des individus, des fonctions du premier et du
second ordre. De 13, nous passerons, comme précédemment, aux fonctions
du troisitme ordre, et nous pourrons continter ainsi indéfiniment. Si la
variable d’ordre le plus élevé intervenant dans une fonction, — qu’elle soit
un argument ou une variable apparente, — est une fonction du n*-ordre,
la fonction ot elle intervient sera du n + 1°™¢ ordre. Nous n’arrivons pas aux
fonctions d’ordre @, parce que le nombre des arguments et des variables
apparentes dans une fonction doit étre fini, et par 1d toute fonction doit
nécessairement étre d’ordre fini. Puisque les ordres de fonctions ne se défi-
nissent que degré par degré, on ne peut procéder au « passage 2 la limite »,
et des fonctions d’ordre infini ne peuvent se présenter.

Nous définirons une fonction d’une variable comme prédicative quand
elle est de I'ordre immédiatement plus élevé que I'ordre cfe son argument,
C’est-3~dire quand elle est de I'ordre le plus petit qu'elle est obligée d’avoir
pour posséder cet argument. Si une fonction a plusieurs arguments et si
Pordre le plus élevé des fonctions qui interviennent en elle comme argu-
ments est le n°, nous appellerons la fonction prédicative, si elle est de 'ordre
n+ 1, ou, en d’autres termes, si elle est de F ordre le plus petit qu’elle soit
obligée d’avoir pour posséder I'argument qui est le sien. Une fonction de
plusieurs arguments est prédicative quand 'un de ses arguments est tel que,
quand nous assignons une valeur aux autres, nous obtenons une fonction
prédicative de I'argument resté indéterminé.

I est important de noter que toutes les fonctions possibles dans la hiérar-
chie précédente peuvent étre obtenues par le moyen de fonctions prédica-
tives et de variables apparentes. Ainsi, comme nous 1’avons vu, les fonctions
du second ordre d’un individu x sont de la forme

(@) . f1 (912, x), ou (Tp) . f! (9!2, x) ou (p. ¢) f! (p!2, 12, x), etc.
ol f est une fonction prédicative du second ordre. Et d’une maniére générale,
on obtient une fonction non prédicative du n° ordre, 2 partir d’une fonction
prédicative du n* ordre, en transformant tous les arguments de l'ordre
n — 1 en variables apparentes. (D’autres arguments peuvent aussi &tre trans-
formés en variables apparentes.) Ainsi nous n’avons pas besoin d’introduire
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comme variables d’autres fonctions que les fonctions prédicatives. Bien
plus, pour obtenir une fonction quelconque d’une variable unique x, nous
n’avons pas besoin d’aller au-deld des fonctions prédicatives de deux varia-
bles. Car la fonction () - fl{(p!2, $!2, x), ol f est donné, est une fonction
de @12 et x et elle est prédicative. Elle est donc de la forme Fl(p!2, x) et
par conséquent, (o, ¢) - fl(p!2, $!2,x) est de la forme (p). Fl(p!2, x).
Ainsi, d’'une mani¢re générale, en procédant par degrés, nous trouvons que,
si it est une fonction prédicative d’un ordre suffisamment élevé, toute
fonction déterminée d’x non-prédicative sera de 'une des deux formes

®) Fllpli,x) (o) - Fipld,

oit F est une fonction prédicative de ¢ !4 et x.

La nature de la précédente hiérarchie des fonctions peut étre, en résumé,
expliquée comme suit. Une fonction, comme nous I'avons vu 4 un stade
antérieur de la discussion, présuppose, comme une partie essentielle de sa
signification, I'ensemble total de ses valeurs, ou, ce qui revient au méme,
I’ensemble total de ses arguments possibles. Les arguments d’une fonction
peuvent étre des fonctions, ou des propositions, ou des individus. (On se
souvient que les individus sont définis comme ce qui n’est ni une proposi-
tion, ni une fonction.) Pour le moment, nous négligeons le cas ot I'argu-
ment d’une fonction est une proposition. Considérons une fonction dont
Pargument est un individu. Cette fonction présuppose I'ensemble total
des individus; mais, 2 moins qu’elle ne contienne une fonction comme varia-
ble apparente, elle ne présuppose aucun ensemble total de fonctions. Si,
- pourtant, elle contient une fonction comme variable apparente, alors elle
ne peut &tre définie, tant que quelque ensemble total de fonctions n’a pas
&té défini. 11 suit de 1A que nous sommes obligés de définir d’abord 'ensem-
ble total des fonctions qui ont des individus comme arguments et ne con-
tiennent aucune fonction comme variables apparentes. Ce sont les fonctions
prédicatives d’individus. D’une manidre générale, une fonction prédicative
d’un argument variable est celle qui n’implique d’autre ensemble total que
celui des valeurs possibles de I'argument et ceux qui sont présupposés par
I'un quelconque des arguments possibles. Ainsi une fonction prédicative
d’un argument variable est toute fonction qui peut recevoir une détermi-
nation, sans qu’on introduise de nouveaux genres de variables, qui ne soient
pas nécessairement présupposés par la variable qui est 'argument.

- Une théorie presque exactement semblable peut étre développée & propos
des propositions. Les propositions qui ne contiennent aucune fonction ni
variable apparente peuvent &tre appelées propositions élémentaires. Les pro-
positions non élémentaires qui ne contiennent aucune fonction, ni autres
variables apparentes que des individus, peuvent étre appelées propositions
du premier ordre. (On observera qu'aucune variable autre que les variables
apparentes ne peut se rencontrer dans une proposition, puisque toute
expression qui contient une variable réelle est fonction et non proposition.)
Les propositions €lémentaires et de premier ordre seront ainsi les valeurs
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des fonctions de premier ordre. (On se souviendra qu'une fonction n’entre

as comme constituant dans I"une de ses valeurs : c’est ainsi, par exemple, que
a fonction « & est homme » n’est pas un constituant de la proposition «Socrate
est homme ».) Les propositions élémentaires et de premier ordre ne présu
posent donc aucun ensemble total, sauf, tout au plus, 'ensemble total ch;
individus. Elles sont de I'une ou l'autre des trois formes

ola; (x) - ¢lx; (Hx) - @lx;

ot1 ¢ Ix est une fonction prédicative d’un individu. Il suit de 13 que si p repré-
sente une proposition élémentaire ou de premier ordre, variable, une fonc-
tion fp est ou fip'a), ou f{(x) - @lx}, ou f{(dx) - ¢lx}. Ainsi une fonction
d’une proposition élémentaire ou de premier ordre peut toujours étre ra-
P\ P . 3 . P . - P -J Y ?
menée 3 une fonction d’une fonction du premier ordre. Il suit de 1A qu’une
proposition, dont 'expression contient I'ensemble total des propositions du
premier ordre, peut étre ramenée 3 une proposition dont I'expression
contient 'ensemble total des fonctions du premier ordre; et cela naturel-
lement s’applique également aux ordres plus élevés. La hiérarchie des pro~
ent s'applique égalem X ordres pl -2 e P
positions peut, par conséquent, étre dérivée de la hiérarchie des fonctions,
et nous pouvons définir une proposition du n¢ ordre comme la proposition
aous p ; PIOpOsitio) : propo:
qui contient une variable apparente d’ordre # — 1 dans la hiérarchie des
fonctions. La hiérarchie des propositions est d’emploi nul en pratique et
) 5. La | prop plot pratiqu
n’offre d’intérét que pour la solution des paradoxes; il n’est donc pas néces-
e, et o P st doncp
saire d’entrer dans plus de détails sur les types de propositions.

5. L’axiome de réductibilité

1l reste 3 examiner |’ « axiome de réductibilité ». On voit que, d’aprés la
hiérarchie précédente, aucun jugement ne peut étre porté, sans perdre tout
sens, concernant « toutes les a-fonctions » oil a est un certain objet donné.
Ainsi, une notion telle que « toutes les propriétés de a» signifiant « toutes les
fonctions qui sont vraies pour I'argument 4 » n’est pas légitimement formée.
Il nous faudra distinguer I'ordre de fonctions visé. Nous pouvons parler de
« toutes les propriétés prédicatives de a », de « toutes les propriétés du second
ordre de a», etc. (Si a n’est pas un individu, mais un objet d’ordre #, on en-
tendra, par « les propriétés du second ordre de a » expression « fonctions
d’ordre n-+ 2 vérifiées par a».) Mais nous ne pouvons pas patler de « toutes les
propriétés de a ». Dans certains cas particuliers, nous pouvons rencontrer des
jugements portés sur « toutes les propriétés d’ordre 1 de a», quel que soit n.
Dans de pareils cas, il n'y a pratiquement pas d’inconvénient A regarder le
jugement comme port,é sur « toutes les propriétés de a », pourvu que nous
nous souvenions que c’est 1 en réalité une pluralité de jugements et non un
jugement unique, qui pourrait étre regardé comme affirmant une nouvelle
propriété de a4, en outre de toutes les propriétés. De tels cas contiendront
toujours quelque ambiguité systématique semblable 3 celle que contenait la
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signification du mot ¢ vérité » comme il a été expliqué précédemment. Par
suite de cette ambiguité systématique, on sait qu’il est possible parfois de
comprendre dans un jugement exprimé verbalement de Etc;on simple ce qui
enveloppe en réalité un certain nombre de jugements différents, corres-
pondant A des ordres différents de la hiérarchie. Ceci apparait clairement
dans le cas du menteur, oli le jugement « Tous les jugements de A sont
faux » devrait &tre décomposé en jugements différents, se rapportant aux
jugements d’ordres divers portés par le menteur, et faisant correspondre
4 chacun d’eux un genre spécial de fausseté.

L’axiome de réductibilité est introduit afin de justifier une multitude de
raisonnements, ol, au premier aspect, nous avons affaire 3 des notions telles
que « toutes les propriétés de a» ou « toutes les a-fonctions », et dans lesquels,
néanmoins, il semble difficilement possible de soupconner quelque erreur
importante. M. Poincaré estime que I'axiome de réductibilité ne peut étre
en réalité qu'une autre forme de I'axiome de I'induction mathématique.
Ce n’est pourtant aucunement le cas. L'axiome de réductibilité a un domaine
beaucoup plus général : il est utilisé en de nombreuses questions de pure
logique ol I’inguction mathématique n’a rien 3 faire %. Clest cette utilité
que je dois maintenant expliquer.

Si nous appelons prédicat d’un objet une fonction prédicative qui est vraie
de cet objet, alors seront prédicats d’'un objet seulement des propriétés déter-
minées de cet objet. Soit par exemple une proposition telle que « Napoléon
a eu toutes les qualités qui font un grand général ». Nous pouvons I'inter-
préter dans le sens « Napoléon a eu tous les prédicats qui font un grand géné-
ral ». Nous avons ici un prédicat qui est une variable apparente. Si nous
posons « f{p!2) » pour « ¢ !2 est un prédicat requis chez un grand général »,
notre proposition est

() : flp!2) implique 9! (Napoléon).

Puisque cette expression vise un ensemble total de prédicats, elle n’est
pas elle-méme un prédicat de Napoléon. Il ne suit pas de 1, pourtant, qu’il
n’y ait aucun prédicat commun aux grand généraux et 3 cux seuls. En fait,
il est certain qu’il existe un tel prédicat. Le nombre des grands généraux est
en cffet fini et chacun d’eux a possédé certainement quelque prédicat, que
n’a possédé aucun autre homme, par exemple, le fait d’étre né 3 tel instant
précis. La disjonction de ces prédicats donnera lieu 3 un prédicat commun aux

7. L’explication que donne M. Poincaré de I'axiome d’induction mathématique (Revue de Métaphysi-
gue et de Morale, novembre 1906, p. 867) peut étre résumée comme suit : Une classe récurrente est celle
i qui 0 appartient, et 3 qui # +1 appartient si 1 lui appartient. Un nombre inductif est celui qui appartient
4 toute classe récurrente. Un nombre fini est un nombre tel que # < n +1. Dés lors, I"axiome d’induction
exprime que tout nombre-fini est inductif. A mon sens, cet axiome, bien loin d’étre évident, est extré-
mement douteux : je doute moi-méme le plus profondément de sa vérité. Il n’y 2 en outre qu'un petit
nombre de propositions mathématiques qui soient rendues illégitimes en le supposant faux. Et il n’est
nullement impossible qu’on puisse montrer ultérieurement qu’il est capable d’étre prouvé ou réfuté. En
cette occurrence, je ne puis voir de motif valable pour le prendre comme axiome,
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grands généraux et  eux seuls 8. Si nous appelons ce prédicat ¢ 12, 'affirma-
tion que nous venons de porter sur Napoléon est équivalentea ¢ {(Napoléon);
et une équivalence du méme genre vaut encore, si, au lieu de Napoléon,
nous prenons n'importe quel autre individu. Nous avons donc trouvé
ainsi un prédicat, qui équivaut, dans tous les cas, 3 la propriété attribuée plus
haut 3 Napoléon, c’est-3-dire qui appartient aux objets qui posseédent cette
propriété et A eux seuls. L’axiome de réductibilité exprime qu’un tel prédicat
existe toujours, c’est-3-dire que si une propriété quelconque d’un objet
convient 3 une collection d’objets, il y a un prédicat déterminé qui convient
4 ]a méme collection.

Nous pouvons présenter immédiatement un éclaircissement de notre
principe, en 'appliquant 2 la notion d’identité. En cette occurrence, il a une
certaine affinité avec I'identité des indiscernables de Leibniz. Il est évident que
que, si x et y sont identiques, et si px est vrai, y est vrai aussi. Peu importe
ici le genre de fonctions ¢4 en question : I'affirmation doit valoir pour
n’'importe quelle fonction. Mais nous ne pouvons pas dire inversement :
« Si, pour toutes valeurs de ¢, ¢x implique ¢y, alors x et y sont identiques »,
parce que nous ne pouvons admettre (i{a notion « toutes valeurs de ¢ ». Si
nous voulons parler de « toutes valeurs de ¢ », nous devons alors nous res-
treindre aux fonctions d’un seul ordre. Nous pouvons nous astreindre 3
entendre sous ¢ les prédicats, ou les fonctions du second ordre, ou les fonc-
tions de quelque ordre, arbitrairement choisi. Mais nous devons nécessaire-
ment ne considérer que les fonctions d’un seul ordre. Nous obtiendrons dés
lors une hiérarchie, pour ainsi parler, des différents degrés d’identité. Nous
pouvons dire « tous les prédicats de x appartiennent 2 y », « toutes les pro-
priétés du second ordre d’x appartiennent 3 y » et ainsi j,e suite. Chacune de
ces affirmations implique celles qui la précédent; par exemple, si toutes les
propriétés du second ordre d’x appartiennent 3 p, alors tous les prédicats
d’x appartiennent 3 y, car le fait d’avoir tous les prédicats d’x est une pro-
priété du second ordre et cette propriété appartient 3 x. Mais nous ne pou-
vons pas, sans I'aide d’un axiome, conclure inversement que, si, tous les
prédicats d’x appartiennent 2 y, toutes propriétés du second ordre d’x
doivent aussi appartenir 3 y. Ainsi, nous ne pouvons pas, sans 'aide d’un
axiome, étre sirs qu'x et y sont identiques s'ils ont les mémes prédicats.
L’identité des indiscernables de Leibniz fait fonction de cet axiome. On
notera A cet égard que par «indiscernables » il ne peut pas avoir entendu deux
objets qui concordent par foutes leurs propriétés, puisque c’est une propriété
déterminée d’x que d’étre identique 3 x, et par conséquent, cette propriété
devrait nécessairement appartenir 3 y, si x et y concordaient par toutes leurs
propriétés. La nécessité d’entendre dans un sens restreint les propriétés
communes qui rendent les choses indiscernables est donc impliquée dans la
nécessité d’'un axiome. Pour étre plus clair (et non plus pour interpréter

8. Quand un groupe (fini) de prédicats est donné par une énumération effective, leur disjonction est
un prédicat, parce qu'aucun prédicat ne se rencontre dans la disjonction comme variable apparente.
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Leibniz) nous pouvons supposer que les propriétés communes, requises
pour rendre les choses in£scemablcs, doivent étre limitées 4 'ordre des
prédicats. Dés lors I'identité des indiscernables exprime que si x et y concor-
dent par tous leurs prédicats, ils sont identiques. Cela peut étre prouvé, si
nous supposons I'axiome de réductibilité. En effet, dans ce cas, la méme col-
lection d’objets 3 qui convient une propriété, est aussi définie au moyen
d’un certain prédicat. D&s lors, il y a un certain prédicat commun aux objets
qui ont la propriété d’étre identiques 4 x, et A eux seuls. Ce prédicat appar-
tient 3 x, puisque x est identique 3 lui-méme; il appartient donc 3 y, puisque
y a tous les prédicats de x; donc y est identique a x. I suit de 1A que nous
pouvons définir x et y comme identiques quand tous les prédicats de x appar-
tiennent 2 y, c’est-2-dire, quand (p): !x implique ¢ !y. Mais, sans I'axiome
de réductibilité, ou quelque axiome équivalent en cette occurrence, nous
serions forcés de regarder l'identité comme indéfinissable, et d’admettre
(ce qui semble impossible) que deux objets peuvent concorder par tous leurs
prédicats sans étre identiques.

L’axiome de réductibilité joue un réle encore plus essentiel dans la théorie
des classes. Nous observerons, en premier lieu, que si nous supposons I'exis-
tence des classes, on peut donner une preuve ge 'axiome de réductibilité.
Car, en ce cas, étant donné une fonction quelconque @2 de n’importe quel
ordre, il existe une classe « qui est composée des seuls objets qui vérifient ¢ 2.
Par 13, « x » est équivalent 2 « x appartient 3 « ». Mais «x appartient 3 a»
est une expression qui ne contient aucune variable apparente; elle est par
conséquent une fonction prédicative de x. Dés lors, si nous supposons I’exis-
tence des classes, 'axiome de réductibilité n’est plus nécessaire. Supposer
I'axiome de réductibilité est par conséquent une hypothése de plus faible
Igortée que supposer qu’il y a des classes. Cette dernitre supposition a été
aite jusqu’ici sans hésitation. Pour ma part, je considére pourtant que,
d’abord, les contradictions de la logique réclament une explication plus
compliquée, si I'on suppose qu'il y a des classes, et qu’en second lieu, il est
toujours bon de s’en tenir 3 I'hypothese la plus faible requise pour la
démonstration de nos théortmes; pour ces motifs, je préfére supposer
'axiome de réductibilitd plutdt que Dexistence des classes. Mais afin
d’expliquer 'emploi de cet axiome pour rendre compte des classes, il est
nécessaire d’abord d’expliquer la théorie des classes.

6. La théorie des classes

Pour expliquer la théorie des classes, il est nécessaire d’abord d’expliquer
la distinction entre les fonctions extensives et les fonctions intensives. A cet
effet, on pose les définitions suivantes :

La valeur de vérité d’'une proposition est la vérité, si elle est vraie, et la
fausseté, si elle est fausse. (Cette expression est due 4 Frege.)

Deux propositions sont dites équivalentes, quand elles ont la méme valeur
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de vérité, c’est-3-dire, quand elles sont toutes deux vraies ou toutes deux
fausses.

Deux fonctions propositionnelles sont dites formellement équivalentes
quand elles sont équivalentes pour tout argument possible, c’est-3-dire
quand un argument quelconque qui satisfait I'une satisfait autre et vice
versa. Ainsi « & est un homme » est formellement équivalent 3 « & est un
bipéde sans plumes »; « & est un nombre premier pair » est formellement équi-
vaIl]ent 3 « % est identique A 2 ». 4

Une fonction d’une fonction est dite extensive quand sa valeur de vérité
pour un argument quelconque est la méme que pour un argument formelle-
ment équivalent. Autrement dit, f{p2) est une fonction extensive de ¢z
si f(p2) est équivalent 2 f({2), pourvu que ¢ 2 soit formellement équivalent
3 2. Mais puisque, dans cette définition, ¢2 et {2 sont des variables appa-
rentes, il est nécessaire de les limiter A un type unique; nous nous astreindrons
3 les prendre comme fonctions prédicatives. Ainsi f(¢!%) est une fonction
extensive si, pour tout @ et tout §,f(p I2) est équivalent 3 f(¢!2) pourvu que
¢! soit formellement équivalent 2 ¢ !2.

Une fonction de fonction est dite intensive quand elle n’est pas extensive.

La nature et 'importance de la distinction entre fonctions extensives et
intensives seront éclaircies par quelques exemples. La proposition « "x est
un homme ’ implique toujours ‘x est un mortel ‘' » est une fonction
extensive de la fonction ‘& est un homme ’, parce que nous pouvons rempla-
cer’ x est un homme ’ par ’& est un bipede sans plumes’ ou quelque autre
expression qui s’applique aux mémes objets que ' x est un homme ' et A ceux-
1 seuls. Mais la proposition « A croit que ‘x est un homme ’ implique tou-
jours 'x est un mortel ’ » est une fonction intensive de & est un homme’
parce que A peut n’avoir jamais considéré la question de savoir si les bipedes
sans p?umes sont mortels, ou peut croire A tort qu’il y a des bipédes sans
plumes qui ne sont pas mortels. Ainsi, méme si * x est un homme ’ est for-
mellement équivalent 3 “x est un bipéde sans plumes ’ il ne suit aucunement
qu’une personne qui croit que tous les hommes sont mortels soit obligée de
croire que tous les bipédes sans plumes sont mortels; car elle peut n’avoir
jamais pensé A des bipédes sans plumes ou avoir supposé que les bipédes sans
plumes n’étaient pas toujours des hommes. D’autre part, la proposition « le
nombre des arguments qui satisfont la fonction ¢ 12 est # » est une fonction
extensive de !2, car sa vérité ou sa fausseté ne change pas si nous remplagons
@12 par une fonction quelconque, vraie si ¢!z est vrai et fausse si ¢!% est
faux. Mais la proposition « A aflirme que le nombre des arguments qui satis-
font ¢! est # » est une fonction intensive de ¢!2; car, si A affirme cette
propriété de @2, il ne peut certainement l'affirmer de toutes les fonctions
prédicatives, qui sont équivalentes 3 ¢ !2, parce que la vie est trop courte.
Considérons encore la proposition « deux hommes de race blanche ont
atteint le Péle Nord ». Cette proposition exprime « deux arguments sa-
tisfont la fonction * & est un homme de race blanche qui a atteint le Péle
Nord ’ ». La vérité ou la fausseté de cette proposition ne change pas si nous
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remplagons « x est un homme blanc qui a atteint le Pdle Nord » par quelque
autre expression, qui vaut du ou des mémes arguments et de ceux-la seuls.
Elle est donc une fftl)nction extensive. Mais la proposition « c’est une étrange
coincidence que deux hommes de race blanche aient atteint le Pdle Nord, »
exprime « cest une étrange coincidence que deux arguments satisfassent la
fonction ” & est un homme de race blanche qui a atteint le Pble Nord * »,
et n’est donc pas équivalente 3 « c’est une étrange coincidence que deux argu-
ments satisfassent la fonction * & est D* Cook ou commandant Peary ’ ».
Ainsi I'expression « c’est une étrange coincidence que ¢ !% soit satisfait par
deux arguments » est une fonction intensive.

Les exemples précédents montrent clairement ce fait que les fonctions
de fonctions, qui sont 'objet spécial des mathématiques sont extensives,
et que les fonctions de fonctions intensives n’apparaissent que 13 olt des
idées étrangeres A la mathématique sont introduites, comme ce que quelquun
affirme ou croit, ou les émotions soulevées par quelque fait. Dés lors, il
est naturel, dans une logique mathématique, d’attacher une importance
spéciale aux fonctions de fonctions extensives.

Quand deux fonctions sont formellement équivalentes, nous pouvons
dire qu'elles ont la méme extension. Cette définition est en accord étroit
avec I'usage commun. Nous ne supposons pas qu'il existe une chose telle
qu’une extension; nous définissons simplement le tout de la phrase « avoir
la méme extension ». Nous pouvons maintenant dire qu'une fonction
extensive d’une fonction est celle dont la vérité ou la fausseté dépend
seulement de I'extension de son argument. Dans ce cas, il convient de
regarder I'affirmation en question comme concernant I'extension. Puisque
les fonctions extensives sont nombreuses et importantes, il est naturel
de regarder I'extension comme un objet, — appelons-le classe, — que I'on
suppose étre le sujet de toutes les affirmations équivalentes concernant
diverses fonctions formellement équivalentes. Ainsi, par exemple, si nous
disons «il y a eu douze Apdtres », il est naturel de regarder cette affirmation
comme attribuant la propriété d’étre douze 3 une certaine collection
d’hommes, expressément ceux qui ont été les Apbtres, plutdt qu’attribuant
la propriété d’étre satisfaite par douze arguments 2 la fonction « & était
un Apdtre ». Cette opinion est fortifiée par le sentiment qu'il y a quelque
chose d’identique dans le cas de deux fonctions qui « ont la méme exten-
sion ». Si nous prenons des problémes simples tels que « combien de combi-
naisons peuvent étre faites avec n objets ? » il semble 3 premitre vue néces-
saire que chaque « combinaison » soit un objet simple, qui peut &tre compté
comme unité. Cette conception, pourtant, n’est certainement pas technique-
ment nécessaire, et je ne vois pas de raison de supposer qu’elle est vraie
philosophiquement. Le procédé technique par lequel cette difficulté appa--
rente est surmontée est le suivant.

Nous avons vu qu'une fonction extensive d’une fonction peut étre
regardée comme une fonction de la classe déterminée par la fonction argu-
ment, mais qu'une fonction intensive ne peut pas étre regardée en méme
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fagon. Pour aller au-devant de la nécessité de traiter différemment les
fonctions extensives et intensives de fonctions, nous construisons une
fonction extensive dérivée de n'importe quelle fonction d’une fonction
prédicative, et douée de la propriété d’étre équivalente 2 la fonction dont
elle est dérivée, pourvu que celleci soit extensive. Cette fonction dérivée
se définit ainsi : Soit une fonction f(§!2), notre fonction dérivée sera :
« Il existe une fonction prédicative qui est formellement équivalente 3 2

et satisfait f ». Si ¢2 est une fonction prédicative, notre fonction dérivée
sera vraie, toutes les fois que f(¢2) sera vrai. Si f(p2) est une fonction exten-
sive et 92 une fonction prédicative, notre fonction dérivée ne sera pas
vraie 4 moins que f{p2) ne soit vrai; dans ce cas, notre fonction dérivée
est donc équivalente 3 f(p2). Si flp2) n'est pas une fonction extensive,
et si @2 est une fonction prédicative, notre fonction dérivée peut parfois
étre vraie quand la fonction originelle est fausse. Mais dans tous les cas,
la fonction dérivée est toujours extensive. La raison pour laquelle nous
nous sommes astreints 3 ne considérer qu’une fonction prédicative formelle-
ment équivalente 3 ¢2% est que la fonction formellement équivalente
4 9% doit étre une variable apparente et par conséquent est nécessairement
de quelque type déterminé; il est donc naturel de prendre le type des
fonctions prédicatives, car il est le plus simple. On trouvera que, dans tous
les cas de fonctions extensives qui se rencontrent en pratique, deux fonc-
tions formellement équivalentes, quand elles sont prises comme arguments
(par l'aide de I'ambiguité systématique), donnent lieu 3 la méme valeur
de vérité, méme quand I'une ou l'autre ou les deux ensembles ne sont
pas prédicatives; toutefois ceci ne peut étre exprimé dans la définition
des fonctions extensives, parce que cela impliquerait la notion d’une
fonction qui serait variable apparente et ne serait pas limitée 3 un type
déterminé. Toutes les fois que deux fonctions formellement équivalentes
donnent lieu 3 la méme valeur de vérité pour f(p2), méme quand elles
ne scnt pas toutes deux prédicatives, alors la fonction « il y a une fonction
prédicative formellement équivalente 4 ¢% et satisfaisant f» est équivalente
3 f(p2) pourvu qu’il y ait une fonction prédicative formellement équi-
valente 3 ¢2. Mais s'il n’existe aucune fonction de ce genre, la fonction
dérivée est nécessairement fausse méme si la fonction originelle était vraie
et f est une fonction extensive. A ce moment, nous pourrons faire emploi
de P'axiome de réductibilité, d’aprés lequel il y a toujours une fonction
prédicative ! 2 formellement équivalente 3 ¢2.

Pour que la fonction dérivée ait un sens pour une fonction 92, d’ordre
quelconque mais dont les arguments soient d’un type légitime, il est néces-
saire et suffisant que l'expression f{¢! 2), ot ¢! 2 est une fonction prédi-
cative quelconque, ait un sens. La raison de cette régle est que la seule condi-
tion requise pour un argument ¢2 consiste 3 supposer qu’il est formelle-
ment équivalent 3 quelque fonction prédicative ¢!2; or I'équivalence
formelle a, au point de vue du type, une ambiguité systématique du méme
genre que 'ambiguité des notions de vérité et d’erreur; elle peut par consé-
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uent étre affirmée A propos de deux fonctions dont chacune a un ordre
gifférent, mais 3 condition que ces fonctions aient des arguments du méme
type. Ainsi, grice 4 notre }onction dérivée, nous n’avons pas simplement
remplacé partout les fonctions intensives, mais nous avons, en pratique,
écarté la nécessité ol nous étions d’envisager des différences de types parmi
les fonctions dont les arguments étaient du méme type. Cela introduit
dans notre hiérarchie le méme genre de simplification que si nous nous
astreignions 3 ne jamais considérer que des fonctions prédicatives.

Comme nous I'avons expliqué précédemment, il convient de regarder
une fonction extensive d’une fonction comme si elle avait pour argument,
non la fonction méme, mais la classe déterminée par cette fonction. Or
nous avons vu que notre fonction dérivée est toujours extensive. Donc,
si notre fonction originelle est f($! £), nous écrirons la fonction dérivée
S{2(p 2)}, ol «2(p 2) » peut étre lue « la classe des arguments qui satisfontpz»
ou plus simplement « classe déterminée par 2 ». Ainsi, « f{2(p 2)} » signi-
fiera : Il y a une fonction prédicative ¢ 2 qui est formellement équivalente
3 ¢ 2 et qui est telle que f({! 2) est vrai ». Cette expression est en réalité
une fonction de @#, mais nous la traitons symboliquement comme si elle
avait un argument 2(pz). Grice i 'axiome de réductibilité, nous obtenons
comme résultat les propriétés usuelles des classes. Par exemple deux fonc-
tions formellement équivalentes déterminent la méme classe, et inverse-
ment, deux fonctions qui déterminent la méme classe sont formellement
équivalentes. D’autre part, dire que x est un membre de 2(pz), c’est-3-
dire, de la classe déterminée par @Z%, est vrai, quand ¢ x est vrai, faux
quand @x est faux. Ainsi, tous les services que (%a mathématique semble
attendre de la notion de classe lui sont pleinement rendus par les objets
de création purement symbolique 2(p 2), 4 condition de supposer 'axiome
de réductibilité.

En vertu de I'axiome de réductibilité, si ¢ 2 est une fonction quelconque,
il existe une fonction prédicative §!2% formellement équivalente. Dés
lors, la classe 2(¢ 2) est identique 2 la classe (! 2). S’il en est ainsi, toute
classe peut étre définie par une fonction prédicative. Par conséquent,
'ensemble total des classes dont on peut dire sans non-sens qu’un terme
donné leur appartient ou non, est un ensemble total dont la notion est
légitime; et cela, en dépit de ce fait que I'ensemble total des fonctions dont
on peut dire sans non-sens qu'un terme donné les satisfait ou non, n’est
pas un ensemble légitime. Les classes, & qui un terme donné a appartient
ou non sont les classes définies par les a-fonctions; ce sont aussi les classes
définies par les a-fonctions prédicatives. Appelons-les « a-classes ». Les
« a-classes » forment donc un ensemble total légitime, dérivé de celui
des a-fonctions prédicatives. Dés lors un grand nombre d’expressions
générales deviennent possibles qui, sans cela, impliqueraient les paradoxes
du cercle vicieux. Aucune de ces propositions générales n’est telle quelle
conduise 2 des contradictions, et pour beaucoup d’entre elles, il est difficile
de les supposer illégitimes. Le fait qu’elles sont rendues possibles par I'axiome
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de réductibilité et qu’elles seraient, sans cela, exclues au nom du principe
du cercle vicieux, doit étre regardé comme un argument en faveur de
Paxiome de réductibilité.

Il est intéressant de noter que tous les services rendus par 'axiome de
réductibilité le sont également bien si nous supposons qu'il existe toujours
une fonction du n¢ ordre (ot n est déterminé) formeﬂcment équivalente
3 ¢ &, quel que soit 'ordre de ¢ &. Nous entendrons ici par « une fonction
du #¢ ordre » une fonction du n¢ ordre relativement aux arguments de ¢ &;
ainsi si ces arguments sont, absolument parlant, du m* ordre, nous supposons
Pexistence d’une fonction formellement équivalente 3 @& et dont I'ordre
absolu est m -+ #n. L'axiome de réductibilité, dans la forme présentée tout
A I'beure, fait # = 1, mais ce n’est pas une condition nécessaire de I'emploi
de cet axiome. Il n'est pas nécessaire aussi que 1 conserve la méme valeur
pour différentes valeurs de m; ce qui est nécessaire, c’est seulement que n
soit constant, tant que m est constant. Ce dont nous avons besoin, c’est
en effet d’étre capables, 13 ol il s’agit de fonctions extensives de fonctions,
de traiter une a-fonction quelconque au moyen d’une certaine fonction
d’un type donné formellement équivalente, comme aussi d’obtenir des
résultats qui impliqueraient sans cela la notion illégitime de « toutes les
a-fonctions ». Mais peu importe quel est le type donné. Il ne semble pas,
pourtant, qu'on augmente de fagon appréciable le degré de vraissemblance
de I'axiome de réductibilité, en le prenant sous la forme précédente, plus
générale mais plus compliquée.

L’axiome de réductibilité est équivalent 2 I'hypothése que « toute combi-
naison ou disjonction de prédicats %, est équivalente A un simple prédicat ».
En d’autres termes, nous supposons que, si nous affirmons que x a tous
les prédicats qui satisfont une fonction f(p! £), il existe un prédicat unique
que x posséde quand notre affirmation est vraie et qui lui manque quand
elle est fausse; et il en est de méme, si nous affirmons que x a quelqu’un
des prédicats qui satisfont fle! 2). Au moyen de cette hypothése, en effet,
l'ordre d’une %onction non prédicative peut étre abaissé d’une unité; par
conséquent, aprés avoir parcouru un nombre fini de degrés, nous pourrons
passer d’une f%nction non-prédicative 4 une fonction prédicative formelle-
ment équivalente. Il n’apparait pas d’abord comme probable que I’hypo-
thése que nous venons de définir puisse remplacer I'axiome de réducti-
bilit¢ dans les déductions symboliques; son emploi en effet exigerait I'in-
troduction explicite de ce postulat supplémentaire, que, en abaissant le
degré d’une fonction d’un nombre fini, nous pouvons passer d'une fonction
quelconque A une fonction prédicative; ce postulat ne pourrait étre bien
exposé sans des développements presque impossibles au début de la logique.
Mais les raisons précédentes semblent démontrer évidemment qu’en fait,

9. Ici la combinaison ou disjonction est supposée étre donnée qualitativement (Intensionally). Si elle
est donnée en extension (C’est-3-dire par énumération), aucune assomption n'est requise; mais, en ce
cas, le nombre des prédicats visés doit étre fini.

6
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si 'axiome 2 forme alternative que nous venons de définir est vrai, il en
est de méme de I'axiome de réductibilitd. Et comme la réciproque est
naturellement évidente, la démonstration de I’équivalence est compléte-
ment donnée.

7. Raisons pour accepter I’axiome de réductibilité

Que l'axiome de réductibilité est évident de soi-méme, c’est 13 une
proposition qui pourrait difficilement étre maintenue. Mais en fait, 'évi-
dence naturelle n’est rien de plus qu’une partie des raisons pour lesquelles
on accepte un axiome et elle n’est jamais indispensable. Les raisons d’accep-
ter un axiome, comme toute autre proposition, sont toujours, en grande
partie, inductives : c’est par exemple, le fait qu’on en peut déduire nombre
de propositions, qui sont de leur c6té A peu prés hors de doute; et, qu’on
ne connait aucune manidre aussi plausible d’expliquer la vérité de ces
propositions, si 'axiome était faux; et, enfin, qu'on n’en peut déduire
aucune proposition qui soit probablement fausse. Si I'axiome est, en appa-
rence, évident de so1, cela signifie seulement, en pratique, qu'il est 2 peu
pres hors de doute; car bien des choses ont été jugées évidentes qui se sont
ﬁourtant transformées en erreurs. Et si I'axiome lui-méme est 3 peu prés

ors de doute, cela vient seulement en adjonction de I'évidence obtenue
par induction, et qui vient de ce fait que les conséquences de I'axiome
sont A peu prés hors de doute; cela n’introduit pas une évidence nouvelle,
d'une espice radicalement différente. L'infaillibilité ne peut jamais étre
acquise et, par conséquent, quelque élément de doute s attacﬂe toujours
3 tout axiome et A toutes ses conséquences. Dans la logique formelle, I'é1é-
ment de doute est moins important que dans les sciences, mais il n’est pas
absent, ainsi qu'il est apparu de ce fait que les paradoxes logiques ont dérivé
de prémisses dont on ignorait auparavant qu'elles exigaient pour elles-
mémes quelque limitation de sens. Dans le cas de I'axiome de réductibilité,
Iévidence d’induction qui milite en sa faveur est trés forte, car les raisonne-
ments qu’il permet et les résultats auxquels il conduit apparaissent tous
comme légitimes. Mais bien qu’il semble trés improbable que cet axiome
doive se transformer plus tard en erreur, il ne l'est aucunement qu'on
arrive 3 le déduire d’un autre axiome plus fondamental encore et plus
évident. Il se peut que I'usage du principe du cercle vicieux, tel qu’il a été
présenté dans la précédente hiérarchie des types, soit plus strict qu'il n’est
en réalité nécessaire, et que si 'on restreint son emploi, la nécessité de notre
axiome puisse ne plus s'imposer. De telles modifications, pourtant, ne ren-
draient pas faux ce qui a été affirmé sur le fondement des principes précé-
demment expliqués : elles permettraient, simplement, une preuve plus
facile des mémes théorémes. Nous n’avons donc, semble-t-il, que les plus
faibles raisons de craindre que I'emploi de I'axiome de réducti%ilité puisse
nous conduire 3 I'erreur.
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Un point de I'article de M. Poincaré sur « La logique de I'infini » appelle
un mot d’explication. Il affirme (p. 469) : « La giéorie des types reste
incompréhensible, si on ne suppose la théorie des ordinaux déji constituée. »
Cette assertion me parait reposer sur une confusion. Les types ont un
ordre; nous I'admettons, mais nous n’admettons pas qu’il est nécessaire
d’étudier cet ordre en tant qu’ordre. Les moments d'un raisonnement
déductif ont aussi un ordre, mais il n’est pas nécessaire pour la déduction

"étudier I'ordre de ces moments, bien que, quand nous tournons notre
attention vers I'ordre, nous sentions qu’il est essentiel 4 la déduction. I
en est de méme des types : ils ont un ordre, et quand nous I'étudions, nous
voyons qu’il est important. Mais nous pouvons les employer A tous les
usages ol ils sont requis, sans étudier leur ordre, absolument comme nous
pouvons distinguer une fonction gx d’une fonction ¢(x, y), sans recon-
naitre que la premiére a un seul argument, tandis que la seconde en a deux.
Il serait pourtant d’un vain pédantisme d’éviter toutes les phrases ol se
trouve impliquée cette reconnaissance, encore que nous puissions, comme
nous I'avons vu, éviter de telles phrases si nous le désirions. De méme, en
ce qui concerne les types, nous pouvons patler de leur ordre en mots qui,
3 strictement parler, impliquent la connaissance des ordinaux, parce qu’il
va de soi que nous pourrions faire tout Pemploi nécessaire des types, sans
nous servir de tels mots. Au lieu de parler de fonctions du premier ordre,
nous parlerions de « fonctions ¢! & »; au lieu de fonctions du second ordre,
nous dirions « fonctions f! (¢! &) » et ainsi de suite. Ainsi, bien que les types
aient un ordre, les ordinaux ne sont pas présupposés dans la théorie des
types, et il n’y a aucun cercle logique 4 fonder la théorie des ordinaux
sur un systéme qui suppose la théorie des types.



